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On pose 𝐼0 = ∫
𝑒

1
𝑡 𝑑𝑡 et pour tout entier naturel 𝑛 non nul,

𝐼𝑛 = ∫
𝑒

1
𝑡(ln(𝑡 ))𝑛 𝑑𝑡.

1. a. Calculer 𝐼0.
b. Justifier que pour tout entier naturel 𝑛, on a 𝐼𝑛 ⩾ 0.
c. Montrer que la suite (𝐼𝑛 )𝑛⩾0 est décroissante, puis qu’elle est convergente.

2. Pour tout entier naturel 𝑛, soit 𝑓𝑛 la fonction définie sur [1, 𝑒] par 𝑓𝑛(𝑡 ) = (ln(𝑡 ))
𝑛+1

.
a. Pour tout 𝑡 ∈ [1, 𝑒], calculer 𝑓 ′𝑛(𝑡 ).
b. À l’aide d’une intégration par parties, établir, pour tout entier naturel 𝑛, la relation

2𝐼𝑛+1 + (𝑛 + 1) 𝐼𝑛 = 𝑒2.
c. En déduire la valeur de 𝐼1.
d. En utilisant la relation ci-dessus et la décroissance de la suite (𝐼𝑛)𝑛⩾0, établir que pour tout entier

naturel 𝑛, on a
𝑒2
⁄

𝑛 + 3
⩽ 𝐼𝑛 ⩽

𝑒2
⁄

𝑛 + 2
.

e. Déterminer lim
𝑛→+∞

𝐼𝑛 et lim
𝑛→+∞

𝑛𝐼𝑛.
3. a. Montrer que pour tout entier naturel 𝑛, on a

(3𝑛 + 10)𝑒2
⁄

(𝑛 + 3) (𝑛 + 4)
⩽ 2𝐼𝑛+1 + 𝐼𝑛 ⩽

(3𝑛 + 7)𝑒2
⁄

(𝑛 + 2) (𝑛 + 3)
.

b. Pour tout entier naturel 𝑛, on pose 𝑤𝑛 = 𝑛(𝑒2 − 𝑛𝐼𝑛 ). Montrer que lim
𝑛→+∞

𝑤𝑛 = 3𝑒2.
4. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel 𝑛, on a

𝐼𝑛 =
(−1)𝑛 𝑛!
⁄

2𝑛+1
(𝑒2

𝑛
∑
𝑘=0

(−2)𝑘
⁄

𝑘!
− 1) .

D’après ESCP 2018.


